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Решается линейное уравнение  yAx  с действующим в гильбертовом 

пространстве H ограниченным, положительным, самосопряженным оператором, в 
предположении, что SpA0 , однако, вообще говоря, не является его собственным 
значением. Здесь  yy . При сделанных предположениях задача о разрешимости 

 yAx  является некорректной. Если же при точной правой части y точное решение 
уравнения все же существует и единственно, то для его отыскания применим явный 
метод итераций  
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Исследуем сходимость метода итераций (1) в «ослабленной» (энергетической) 
норме гильбертова пространства: ),( xAxx A  ,  где Hx .  

Справедлива 
Теорема 1. Итерационная процедура (1) при условии (2) сходится в 

энергетической норме, если число итераций n  выбирать так, чтобы  041 n , 
n , 0 . Оценка погрешности для метода (1) имеет вид 
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До к а з ат ел ь ст в о . В [1] показано, что  nxx      xAEyAEA
nn 221   . 

Воспользовавшись определением энергетической нормы и интегральным 
представлением самосопряженного оператора, запишем 
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Для положительной подынтегральной функции     n
f

221   при условии (2) 

справедлива оценка (см. подраздел 1.1.3 из [1]) 
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Оценим сверху подынтегральную функцию     011
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 ngn  при 1n , и     214  ngn  при 2n . 

Следовательно, при условии (2) 
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Поскольку ,2 4141
,,   nxxxxxxxx AnАnnAnAn  2n  и 

,0 Anxx  n , то для сходимости ,0,   Anxx  n , достаточно, чтобы 

041 n , n , 0 . Таким образом, если в процессе (1) выбрать число итераций 
)( nn , зависящим от   так, чтобы 041 n , n , 0 , то получим 

регуляризованный метод, обеспечивающий сходимость к точному решению в 
энергетической норме. Теорема 1 доказана. 

Оптимизируем полученную оценку (3) по n, т. е. при заданном   найдем такое 
значение числа итераций n, при котором оценка погрешности становится минимальной. 
Приравняв к нулю производную по n от правой части равенства (3), получим 
априорный момент останова метода (1): 222113

опт 2   xen .  Подставив оптn  в 

(3), найдем ее оптимальное значение: .2,2 21218145опт
,  
 nxexx

An  

Очевидно, что для уменьшения объема вычислительной работы следует брать   
возможно большим, удовлетворяющими условию (2), и так, чтобы Ζn опт . 

Рассмотрим вопрос о том, когда из сходимости в энергетической норме следует 
сходимость в обычной норме гильбертова пространства H. Эти условия дает  

Т е о р е ма  2. Если выполнены условия 1) ,0,  nxΕ  2) ,0xΕ  где 
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  фиксированное положительное число ),0( A  то из сходимости ,nx   к  x  в 
энергетической норме следует сходимость в обычной норме гильбертова 
пространства. 

До к а з ат ел ь ст в о .  Так как по условию теоремы 2  0,  nxΕ   и  ,0xΕ   то 

имеем 0)( ,  xxΕ n   и   0),( ,,   xxxxΕ nn , т. е. 
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Следовательно,   0))(),((1
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 xxAxxEd nn . Тогда получим, что  
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Теорема 2 доказана. 

 З а м е ч ан и е . Так как    ,21
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 yAEEAx

n
n  то для того, чтобы ,nx  

удовлетворяло условию 0,  nxΕ , достаточно потребовать, чтобы 0 yΕ . Таким 
образом, если 0xΕ  и 0 yΕ , то из сходимости метода итераций (1) в 
энергетической норме следует его сходимость в обычной норме пространства .Η   
И, следовательно, для оценки погрешности не потребуется предположения 
истокопредставимости точного решения ( 0,  szAx s ). 
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