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В гильбертовом пространстве Н решается операторное уравнение  

yAx  ,                                                         (1) 

где HHA : – оператор положительный, ограниченный, самосопряженный. 

Предполагается, что 0 является собственным значением оператора А (случай 

неединственного решения уравнения (1)), поэтому рассматриваемая задача 

некорректна. Будем решать (1), используя явный итерационный метод  

  ,0, 011   xyAxxx nnnn                                (2) 

,...2,1,0,,...,2,1,0, 2212   nn nn  . 

Обозначим через    ,0 AxHxAN   AM  ортогональное 

дополнение ядра  AN  до .H   Пусть   xAP проекция  Hx  на  ,AN  а  

  xAП проекция Hx на  AM . Справедлива 

Теорем а.   Пусть ,20,,0  HyA    ,8
2

  ,  

тогда для итерационного процесса (2) верны следующие утверждения: 

а)     ;inf,, yAxyAJyAxyAПAx
Hx

nn 


 

в) метод (2) сходится тогда и только тогда, когда уравнение  

 yAПAx   разрешимо. В последнем случае   ,0
 xxAPxn  где 

x минимальное решение уравнения. 

Д оказательство . Применим оператор А к методу (2), получим 

  ,1 AyxAEAAx nnnn     где      .yAПyAPy    Так как   ,0yAAP  

то       .1 yAAПxAEAAx nnnn    Отсюда 

          yAПyAAПxAEAyAПAx nnnn 1

            yAПAxAEyAПAExAEA nnnnn 11  

       .... 011 yAПAxAEEAE nn    

Обозначим   ,yAПAxnn   тогда nν =      011 ...   AEAEAE nn . 

Имеем 0A  и A положительно определен в  ,AM  т. е. 
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  0, xAx  .AMx  Так как ,20    8)( 2  и ,  то 

11   и    .111   Воспользовавшись интегральным 

представлением самосопряженного оператора  A (для упрощения считаем, 

что ),1A  получим 
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Здесь ml, натуральные показатели, 
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Справедлива цепочка неравенств 
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q  Следовательно,  

,0ν n  откуда  yAПAxn   и    .HAyAП   Таким образом, имеем 

     yAJyAPyyAПyAxn , [1]. Итак,  а)  доказано.    

Докажем в). Пусть процесс (2) сходится. Покажем, что уравнение 

 yAПAx   разрешимо. Из сходимости   Hxn   к Hz   и из  а)   следует, 

что   ,yAПAzAxn   следовательно,    ,HAyAП   и уравнение  

  AxyAП   разрешимо. 

 Пусть теперь    HAyAП   (уравнение  yAПAx   разрешимо), 

следовательно,   , AxyAП   где  x  минимальное решение уравнения 

yAx   (оно единственно в M  ).A   Тогда (2) примет вид 

        yAПxAEyxAEx nnnnnnn 11  

   111 





  nnnnnn xxAxAxxAE . 

Разобьем последнее равенство на два: 

            ,0111 xAPxAPxxAAPxAPxAP nnnnn  


  

так  как    .01  


nxxAAP  

       


 11 nnnn xxAAПxAПxAП  

=           ,)( 1111





  xxAПAxAПxAПxAПAxAП nnnnnn   
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так как  AMx   и, следовательно,   .  xxAП   

Тогда       



  xxAПAxxAПxxAП nnnn 11 . Обозначив 

  ,1


  xxAП nn   получим 

       021111 ...   AEAEAEAEA nnnnnnn .   

Аналогично nν , можно показать,  что .,0  nn  Таким образом, 

  . xxAП n   Следовательно,       .*
0 xxAPxAПxAPx nnn    Теорема 

доказана. 
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