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 В последние десятилетия в математической науке выделился важный 

раздел – теория некорректно поставленных задач. Проблема решения не-

корректных задач и разработки новых методов их приближенного решения 

актуальна, поскольку такие задачи часто встречаются в технике, физике, 

экономике и других естественных науках.  

 В гильбертовом пространстве Н для решения операторного уравнения  

yAx  ,        (1) 

где A – ограниченный положительный самосопряженный оператор, ис-

пользуется явный метод  итерации 

 
2 2

1 02 , 0,n nx E A x y Ay x               (2) 

E – тождественный оператор. 

 Здесь 0 является собственным значением оператора A (т.е. линейное 

операторное уравнение (1) имеет неединственное решение). Пусть 

 0)(  AxHxAN  – ядро оператора A, M(A) – ортогональное дополне-

ние ядра N(A) до Н. Пусть далее xAP )(  – проекция Hx  на N(A), xAП )(  – 

проекция Hx  на  M(A). Справедлива  

 Теорема [1]. Пусть 0, , 0 2A y H A    , тогда для итерационно-

го метода (2) справедливы утверждения: 

а) уAПAxn )( ,  уAxn ;inf),( yAxyAJ
Hx




 

б) метод (2) сходится тогда и только тогда, когда уравнение 

yAПAx )(  разрешимо, в последнем случае *)( 0 xxAPxn  , где *x  – 

минимальное решение уравнения (1). 

Доказательство. 

Применим оператор A  к методу (2) и получим 

       
2 2

1n nAx A E A x E E A P A y П A y
         

, 
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где    yAПyAPy  . Так как   0yAAP , то справедливо равенство 

     
2 2

1 .n nAx A E A x E E A П A y
     
 

Последнее равенство за-

пишется в виде   1
2

 nn vAEv , где  yAПAxv nn   и  AMvn . От-

сюда  
2

0

n

nv E A v  . Имеем 0A  и A  положительно определён в 

 AM , т. е.    AMxx,Ax  0 . Так как 
A

2
0  , то 1 AE , по-

этому справедлива цепочка неравенств 

     
0

2 2 2

0 0 0
0 0

1 1

A
n n n

nv E A v dE v dE v


          

   
0

0

0 0

2

0 0 0 0 0
0

1

A A
n ndE v dE v q dE v E v



   
 

          

 
00 0 0

nq v E v      

при  n,00  (здесь  01 1q     при 0, A   ). Следова-

тельно, 0nv , откуда  yAПAxn   и    HAyAП  . Таким образом, 

     yAIyAPyyAПyAxn , . Итак, a) доказано.  

Докажем б). Пусть процесс (2) сходится. Покажем, что уравнение 

 yAПAx   разрешимо. Из сходимости   Hxn   к Hz  и из a) следует 

 yAПAzAxn  , следовательно,    HAyAП   и уравнение  yAПAx   

разрешимо. 

Пусть теперь    HAyAП   (уравнение  yAПAx   разрешимо), сле-

довательно,   *AxyAП  , где *x  минимальное решение уравнения 

yAx   (оно единственно в  AM ). Тогда метод (2) имеет вид 

       
2 2 21

1 1n n nx E A x A E E A П A y E A x
 

        
 

   

     

2 21 *
1

2 2* *
1 1 .

n

n n

A E E A Ax E A x

E E A x x E E A x x




 

      
 

          
   

 

Разобьём последнее равенство на два: 

         2 *
1 1n n nP A x P A x P A E E A x x 

      
 

 

      2 *
1 1n nP A x E E A P A x x 

      
 

   1 0nP A x P A x  ,  
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так как    01
*  nxxAAP ; 

         2 *
1 1n n nП A x П A x П A E E A x x 

      
 

 

        2 *
1 1n nП A x E E A П A x П A x 

      
 

 

      2 *
1 1n nП A x E E A П A x x 

     
 

, 

так как  AMx * .  

Обозначим   *
1 xxAПw nn   , тогда  

2

1n nw E A w    и, аналогич-

но nv , можно показать, что  nwn ,0 . Следовательно,   *xxAП n  . 

Отсюда       .*0 xxAPxAПxAPx nnn   Теорема доказана. 

 Замечание. Так как в нашем случае 00 x , то *xxn  , т. е. процесс 

(2) сходится к решению с минимальной нормой. 
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